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Naloga 1

Pokazi, da naslednji parametriziran problem pripada razredu FPT:
vhod: Graf G z n tockami

parameter: k

izhod: Odloci, ali je kromatiéno Stevilo grafa x(G) < n — k.

Namig: Dovolj je poiskati jedro problema z uporabo redukcije s krono.

Dokaz. Vemo, da je vsak odloc¢ljiv problem v razredu FPT natanko tedaj, ko
zanj obstaja jedro. Torej pripadnost tega problema FPT problemom pokazimo
tako, da poiscemo jedro z redukcijo krone.

Naj bo G dualni graf grafa G. Torej vsebuje iste tocke kot G in sta dve tocki
sosednji natanko tedaj, ko nista v G in obratno.

Na dualnem grafu pois¢emo kronsko redukcijo, kot smo jo naredili na pre-
davanjih (1. pozresno iskanje prirejanja, 2. konstrukcija dvodelnega grafa, 3.
v dvodelnem grafu poiStemo maksimalno prirejanje oz. minimalno pokritje
(Konig), 4. razberemo mnozice C, H, B).

V kroni C' imamo potem tocke, ki so medseboj nepovezane, torej v grafu
G tvorijo kliko. Zato moramo vsako od teh tock pobarvati z razlicno barvo
in porabimo |C| barv. Zaradi prirejanja med C in H, lahko tedaj tocke iz H
pobarvamo z istimi barvami, kot smo jih uporabili za C'. To zaradi tega, ker tisti
tocki, ki sta v G v prirejanju, v G nista povezani in lahko zanji uporabimo isto
barvo. Mnozico B pa pobarvajmo z novimi barvami. Dobili smo jedro problema
(B,k — |H|), torej tocke iz telesa in preostanek barv, ki jih moramo prihraniti.

Pokazali smo tudi ze, da je krono dovolj poiskati le enkrat. Torej lahko za
resitev na§ problem trdimo, da v primeru, ko je |H| = k, lahko prihranimo k
barv, saj imamo moznost k toc¢k iz H pobarvati z istimi barvami kot v C. O

Naloga 2

Druzini mnozic S = 51, 53, ..., S; pravimo sonc¢nica moci [ s sredis¢em C, ¢e vsak
razlicen par elementov velja S; N S; = C.

Pokazi naslednjo lemo (Sunflower lemma, Erdds-Rado lemma): Naj
bo e druzina mnozic, ki vsebuje vsaj (p — 1)¢ - d! elementov, pri ¢emer naj za
vsak F € e velja |E| < d. Pokazi, da v € najdemo sonénico moéi vsaj p.



Dokaz. Lemo bomo pokazali z indukcijo po d.

Za d = 2: Tmamo (p—1)?-2 ali ve¢ elementov (t.j. razlicnih mnozic z moéjo
< 2). Naj imamo v tej druzini mnozic le mnozice z mocjo 1. V tem primeru lahko
poljubno izberemo p mnozic in iz njih sestavimo soncnico s praznim jedrom.

Za d > 2: Naj bo e druzina mnozic, za katero velja

el > (0= D)™ (d+ 1)

in za vsako E € ¢, |E| = d+1. Naj bo F = {F}, Fa, ..., F;} maksimalna druzina
paroma razliénih elementov iz . Ce [ > p, potem smo nagli sonénico moci
vsaj p. Ce pa je | < p, potem pa naj bo W := F; U ... U F} in vemo, da velja
[W| < (p—1)-(d+1). Iz maksimalnosti F' sledi, da ima vsaka F; neprazen
presek z W. Torej obstaja nek element w € W, ki je vsebovan vsaj v

B | (=1 @+ 1) _
Wi G-n-@en CeoUd

mnozicah. Izberimo tak element in ga odstranimo iz vseh mnozic druzine ¢, ki
ga vsebujejo:
g == {e\{w}le €cinw € e}

Torej velja |¢’| > (p — 1)? - d!. Po indukcijski predpostavki vemo, da druzina &’
lahko sestavi sonénico mo¢i p z mnozicami {s1, 2, ..., $p }, ki so vse moéi d. Ce
vsem tem mnozicam dodamo element w, dobimo {sqU{w}, ssU{w}, ..., spU{w}},
ki tudi tvorijo son¢nico moci p s srediS¢em, vecjim za 1. O



